
Lec 28 二阶常微分方程

28.1 降阶法
1. 缺 y 型,y′′ = f(x, y′). 令 y′ = p,则 y′′ = p′. 代入原方程得 p′ = f(x, p). 解出 p,再积分得

y.

2. 缺 x型,y′′ = f(y, y′). 令 y′ = p,则 y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dy
· dy
dx

= p
dp

dy
. 代入原方程得 p

dp

dy
=

f(y, p). 解出 p,再积分得 y.

28.2 二阶线性 ODE解的结构
注 助教注:34.2 节的内容仅有下面第一条定理, 其他的都说对第一条定理的证明, 助教认为剩
下的证明过程如果理解不便,可以在对着定理做几道题目之后再回来看证明.

定理 28.1 (二阶线性 ODE解的结构)

♡

二阶 ODE的形式通常为
y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), (2)

对应的齐次方程是

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (3)

如果我们知道 (3)的两个线性无关解 y1(x), y2(x)(有时候称为齐通解),知道 (2)的一个解
y∗(x)(有时候称为特解),那么 (2)的通解为 y(x) = y∗(x) +C1y1(x) +C2y2(x),其中 C1, C2

为任意常数.

例 28.1求解 y′′ + y = x.
解我们之后会讲如何注意到他的齐通解.我们这里直接注意到:

sin x, cos x是齐次方程 y′′ + y = 0的两个线性无关解,x是非齐次方程 y′′ + y = x的一个

特解.所以通解为 y = C1 sin x+ C2 cos x+ x.
以下是对如上定理的证明.

定理 28.2

♡

若 y1(x), y2(x)是方程 (3)的解,其中 c1, c2是任意常数,则 y1(x)与 y2(x)的线性组合

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

也是方程 (3)的解.

定理??表明,齐次方程的解集具有线性结构,这也是线性方程程称谓的由来.对于齐次方
程 (2),容易验证如下定理：



28.2 二阶线性 ODE解的结构

定理 28.3

♡

若 y1(x), y2(x)是非齐次方程 (2)的两个解,则 y1(x)− y2(x)是齐次方程 (3)的解,y0(x) =
y1(x)− y2(x)也是齐次方程 (2)的解.

从以上两个定理可以发现,如果我们能够求出齐次方程 (3)的通解,以及非齐次方程 (2)的
一个解（称之为特解）,就可以得到非齐次方程 (2)的通解.为了寻求齐次方程线性方程的解.

定义 28.1

♣

设 φ1(x), φ2(x)是区间 I 上的两个可导函数.称

W (x) =

∣∣∣∣∣φ1(x) φ2(x)

φ′
1(x) φ′

2(x)

∣∣∣∣∣
为 φ1(x), φ2(x)的Wronski（朗斯基）行列式.

容易验证,如果函数组 φ1(x), φ2(x)线性相关,即存在不全为零的常数 c1, c2满足 c1φ1(x)+

c2φ2(x) = 0,则导得 φ′
1(x) + φ′

2(x) = 0也就是说两个线性方程联系有非零解,因此外的系数行
列式,即它们的 Wronski行列式等于零. 然而,当两个函数是齐次方程 (3)的解时,结果就不同
了.

定理 28.4

♡

函数 y1(x), y2(x)是齐次方程 (3)的两个解,则它们在区间 I 上线性相关的充分必要条件

是这两个解的Wronski行列式在区间 I 上恒为零.

证明 必要性：正如上面的验证结果,当 y1(x), y2(x)线性相关时,线性方程组 c1y1(x)+c2y2(x) =

0有非零解,所以系数行列式,即 y1(x), y2(x)的Wronski行列式等于零.
充分性：在 I 内任意一点 x0,根据条件有

W (x0) =

∣∣∣∣∣y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

∣∣∣∣∣ = 0.

由此存在在不全为零的常数 c1, c2满足

c1y1(x0) + c2y2(x0) = 0, c1y
′
1(x0) + c2y

′
2(x0) = 0.

设 y(x) = c1y1(x) + c2y2(x),根据定理??知 y(x)是齐次方程 (3)的解,且满足初始条件

y(x0) = 0, y′(x0) = 0.

因此一定是零解,即 c1y1(x) + c2y2(x)的线性无关为一个基本解组.

定理 28.5

♡

齐次方程 (3)两个解 y1(x)和 y2(x)的 Wronski行列式可表示为下列 Liouville（刘维尔）
公式

证明 因为 y1(x)与 y2(x)是方程 (3)的解,所以有

y′′1(x) = −p(x)y′1(x)− q(x)y1(x),
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28.3 二阶线性 ODE解法

y′′2(x) = −p(x)y′2(x)− q(x)y2(x).

由此得
dW (x)

dx
= y1(x)y

′′
2(x)− y′′1(x)y2(x) = −p(x)(y1(x)y

′
2(x)− y′1(x)y2(x)) = −p(x)W (x).

两端积分得 ∫
dW (x)

dx
dx =

∫
−p(x)W (x) dx.

这说明W (x) = W (x0)e
−

∫ x
x0

p(t) dt.
两端乘以 e

∫ x
x0

p(t) dt可得
d

dx

(
W (x)e

∫ x
x0

p(t) dt
)
= 0.

这说明

W (x)e
∫ x
x0

p(t) dt
C,

是常数,即W (x0) = C.
结合上面两个定理,我们有以下的定理.

定理 28.6

♡

设函数 y1(x)与 y2(x)是齐次方程 (3)的一对线性无关解,则该方程的任何一个解可以表
示为

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x),

其中 c1, c2为常数.

证明 在 y1(x)与 y2(x)的定义域内取一点 x0.由于两个函数的线性无关性,知

W (x0) =

∣∣∣∣∣y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

∣∣∣∣∣ ̸= 0.

设 y(x)是方程 (3)的任一非零解,则以W (x)中元素为系数的下列线性方程

c1y1(x0) + c2y2(x0) = 0, c1y
′
1(x0) + c2y

′
2(x0) = 0

存在唯一一组非零解 c1, c2.令 y(x) = c1y1(x) + c2y2(x),则 y(x)也是方程 (3)的解.
根据初值问题的唯一性可得 y(x) = c1y1(x) + c2y2(x),即方程 (3)的一对线性无关解称为

一个基本解组.

28.3 二阶线性 ODE解法
若我们已知一个 (3)的非零解 y1(x),我们可以用下面的方法求另一个解 y2(x).
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28.3 二阶线性 ODE解法

命题 28.1

♠

设已知一个非零解 y1(x),因为

W (x) = y1(x)y
′
2(x)− y′1(x)y2(x) = W (x0)e

−
∫ x
x0

p(t) dt
,

不妨设W (x0) = 1.从上述式得
y1(x)y2(x)− y′1(x)y2(x)

y21(x)
= e

−
∫ x
x0

p(t) dt
,

即

d
(

y2(x)
y1(x)

)
dx

=
1

y21(x)
e
−

∫ x
x0

p(t) dt
.

积分可得

y2(x) = y1(x)

∫ x

x0

1

y21(x)
e
−

∫ x
x0

p(t) dt
dx.

显然,y2(x)与 y1(x)的Wronski行列式不等于零,因此两者构成方程 (3)的基本解组.

例 28.2求解 y′′ =
2x

1 + x2
y′.

解不难看出 y = 1是方程 y′′ =
2x

1 + x2
y′的一个解.

因此 y2(x) = y1(x)

∫
1

y21(x)
e−

∫
p(x) dx dx = 1

∫
1

1
e
∫

2x
1+x2

dx
dx =

∫
eln(1+x2) dx =

∫
(1 +

x2) dx = x+
x3

3
.所以通解为 y = C1 + C2(x+

x3

3
).

注助教注:使用 Liouville公式的时候,对于其中的每一个不定积分可以不加 C,因为 C 会在最

后的 C1, C2中体现出来.
例 28.3 yy′′ − (y′)2 = y4, y(0) = 1, y′(0) = 1.

解 属于可降阶方程 (不是线性方程), 缺失 x, 令 y′ = u, 则原方程变为
du

dy
− 1

y
u = y3u−1. 令

u2 = p(y),则
dp

dy
− 2

y
p(y) = 2y3.

求解得 p(y) = y2(y2+C1), u
2 = y2(y2+C1).代入 y = 1, y′ = u = 1得 C1 = 0,所以 u = y2.

所以 y′ = y2(y′ = −y2 不符合初值条件),所以
dy

dx
= y2 ⇒ dy

y2
= dx ⇒ −1

y
= x + C ⇒ y =

1

C − x
,代入 y(0) = 1得 C = 1,代入 y′(0) = 1得 C = 0,所以 y =

1

1− x
.

例 28.4已知 (1 + x2)y′′ + 2xy′ = 6x2 + 2的一个特解 y∗(x) = x2,求通解.
解先要求出 (1 + x2)y′′ + 2xy′ = 0的一个基本解组.不难看出 y ≡ 1是此齐次方程的一个解.
因此

y2(x) = y1(x)

∫
1

y21(x)
e−

∫
p(x) dx dx = x+

x3

3
.

所以通解为 y = y∗(x) + C1y1(x) + C2y2(x) = x2 + C1 + C2(x+
x3

3
).

事实上,我们可以将 2阶 ODE的解的结构推广至 3阶 ODE,n阶 ODE.
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28.3 二阶线性 ODE解法

定理 28.7

♡

设 y(3) + p(x)y′′ + q(x)y′ + γ(x)y = 0, p, q, γ ∈ C(I).若 y1(x), y2(x), y3(x)是方程的解,记

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) y3(x)

y′1(x) y′2(x) y′3(x)

y′′1(x) y′′2(x) y′′3(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣,则
1. W ′(x) = −p(x)W (x).
2. W (x) = W (x0)e

−
∫ x
x0

p(s) ds.
3. W (x) ≡ 0, ∀x ∈ I ⇔ y1(x), y2(x), y3(x)线性相关.
4. y1(x), y2(x), y3(x) 线性无关的充要条件是 W (x) ̸= 0, ∀x ∈ I . 此时, 方程的通解为

y = C1y1 + C2y2 + C3y3.
5. 若 y1(x), y2(x), y3(x)是 y(3) + p(x)y′′ + q(x)y′ + γ(x)y = 0的一个基本解组,y∗(x)是

y(3)+p(x)y′′+q(x)y′+γ(x)y = f(x)的一个特解,则 y(3)+p(x)y′′+q(x)y′+γ(x)y =

f(x)的通解为 y = y∗(x) + C1y1 + C2y2 + C3y3.

推广至 n阶 ODE也有类似的结论,这里不再赘述.
� 作业 ex6.2:1,2,3;ex6.1:12(3)(4),13(2).
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